假期作业（十九）  立体几何中的夹角问题

一、选择题(每小题5分,共20分)

1.两平面的法向量分别为m=(0,1,0),n=(0,1,1),则两平面的夹角为
(　　)

A.45°

B.60°

C.90°

D.135°
2.在正方体ABCD-A1B1C1D1中,BB1与平面ACD1所成角
[image: image304.jpg]e



的正弦值为
(　　)

A.[image: image3.png]





B.[image: image5.png]





C.[image: image7.png]





D.[image: image9.png]



3.正方形ABCD所在平面外有一点P,PA⊥平面ABCD.若PA=AB,则平面PAB与平面PCD的夹角的大小为
(　　)

A.30°

B.45°

C.60°

D.90°
4. (多选题)已知向量a=([image: image11.png]


,0,-[image: image13.png]


),则下列向量中与a所成的夹角为钝角的是
(　　)

A.(0,0,2)


B.(2,0,0)

C.(0,[image: image15.png]


,[image: image17.png]


)

D.([image: image19.png]


,-[image: image21.png]


,0)
[image: image1.wmf]q

5.如图所示,已知点P为菱形ABCD所在平面外一点,且PA⊥平面ABCD,
PA=AD=AC,点F为PC中点,则平面CBF与平面BFD夹角的正切值为
(　　)
A.[image: image23.png]





B.[image: image25.png]





C.[image: image27.png]





D.[image: image29.png]



二、填空题
[image: image298.jpg]B>



6.在一个二面角的两个面内都和二面角的棱垂直的两个向量分别为(0,-1,3),(2,2,4),则这个二面角的余弦值为　　　　. 
[image: image299.jpg]


7.如图所示,四边形ABCD和ADPQ均为正方形,它们所在的平面互相垂直,动点M在线段PQ上,E,F分别为AB,BC的中点.设异面直线EM与AF所成的角为θ,则
[image: image30.wmf]cos

q

的最大值为　　　　. 
[image: image300.jpg]


8.如图,正方体ABCD-A1B1C1D1的棱长为1,O是平面A1B1C1D1的中心,则异面直线AD1,OB所成角的余弦值为　　　　,BO与平面ABC1D1所成角的正弦值为　　　　. 
9.如图所示,在三棱柱ABC-A1B1C1中,AA1⊥底面ABC,AB=BC=AA1,∠ABC=90°,点E,F分别是棱AB,BB1的中点,则直线EF和BC1所成的角是　　　　. 
三、解答题
[image: image301.jpg]A



10.如图所示,已知在四面体ABCD中,O为BD的中点,CA=CB=CD=BD=2,AB=AD=[image: image32.png]


,求异面直线AB与CD所成角的余弦值.

[image: image302.jpg]


11.如图,在三棱锥P-ABC中,PA⊥底面ABC,∠BAC=90°.点D,E,N分别为棱PA,PC,BC的中点,M是线段AD的中点,PA=AC=4,AB=2.
(1)求证:MN∥平面BDE;

(2)求平面CEM与平面EMN夹角的正弦值.
[image: image303.jpg]A



12.如图所示的几何体中,平面ADNM⊥平面ABCD,四边形ABCD是菱形,ADNM是矩形,∠DAB=[image: image34.png]


,AB=2,AM=1,E是AB的中点,在线段AM上是否存在点P,使平面PEC与平面ECD夹角的大小为[image: image36.png]


?若存在,求出AP的长;若不存在,请说明理由.

参考答案

一、选择题
1.两平面的法向量分别为m=(0,1,0),n=(0,1,1),则两平面的夹角为
(　　)

A.45°

B.60°

C.90°

D.135°
【解析】选A.cos<m,n>=[image: image38.png]


=[image: image40.png]


=[image: image42.png]


,

即<m,n>=45°.所以两平面的夹角为45°.

2.在正方体ABCD-A1B1C1D1中,BB1与平面ACD1所成角θ的正弦值为
(　　)

A.[image: image44.png]





B.[image: image46.png]





C.[image: image48.png]





D.[image: image50.png]



【解析】选B.设正方体的棱长为1,以D为坐标原点,DA,DC,DD1所在直线分别为x轴、y轴、z轴,建立空间直角坐标系,如图所示.则B(1,1,0),B1(1,1,1),

[image: image51.jpg]



A(1,0,0),C(0,1,0),D1(0,0,1),

所以[image: image52.jpg]BB;



=(0,0,1),[image: image53.jpg]AC



=(-1,1,0),[image: image54.jpg]AD;



=(-1,0,1).令平面ACD1的法向量为n=(x,y,z),则n·[image: image55.jpg]AC



=-x+y=0,n·[image: image56.jpg]AD;



=-x+z=0,令x=1,可得n=(1,1,1),

所以sin θ=|cos<n,[image: image57.jpg]BB;



>|=[image: image59.png]V3x1



=[image: image61.png]


.

3.正方形ABCD所在平面外有一点P,PA⊥平面ABCD.若PA=AB,则平面PAB与平面PCD的夹角的大小为
(　　)

A.30°

B.45°

C.60°

D.90°
【解析】选B.建立空间直角坐标系如图,设AB=1,

[image: image62.jpg]By




则A(0,0,0),B(0,1,0),

P(0,0,1),D(1,0,0),C(1,1,0).

可知平面PAB的一个法向量为n1=(1,0,0).

设平面PCD的法向量为n2=(x,y,z),

则[image: image63.jpg]n; * ﬁ:(),
n; * CT):O,



得[image: image65.png]


令x=1,则z=1.

所以n2=(1,0,1),cos<n1,n2>=[image: image67.png]


=[image: image69.png]


.

设平面PAB与平面PCD所成的夹角为θ,

则cos θ=|cos<n1,n2>|=[image: image71.png]


,所以θ=45°.

即平面PAB与平面PCD夹角的大小为45°.

4.(5分)(多选题)已知向量a=([image: image73.png]


,0,-[image: image75.png]


),则下列向量中与a所成的夹角为钝角的是
(　　)

A.(0,0,2)


B.(2,0,0)

C.(0,[image: image77.png]


,[image: image79.png]


)

D.([image: image81.png]


,-[image: image83.png]


,0)
【解析】选AC.由题意,可设b与a成的夹角为钝角.
则有:a·b=| a || b |·cos<a,b>,因为<a,b>为钝角,

所以a·b<0,①

对于A:a·b=-[image: image87.png]


×2=-2[image: image89.png]


,满足①式,A符合题意;

对于B:a·b=[image: image91.png]


×2=2[image: image93.png]


,不满足①式,B不符合题意;

对于C:a·b=[image: image95.png]


×0+0×[image: image97.png]


-[image: image99.png]


×[image: image101.png]


=-2,满足①式,C符合题意;

对于D:a·b=[image: image103.png]


×[image: image105.png]


+0×(-[image: image107.png]


)-[image: image109.png]


×0=2,不满足①式,D不符合题意.

5.(5分)如图所示,已知点P为菱形ABCD所在平面外一点,且PA⊥平面ABCD,
PA=AD=AC,点F为PC中点,则平面CBF与平面BFD夹角的正切值为
(　　)

[image: image110.jpg]B>




A.[image: image112.png]





B.[image: image114.png]





C.[image: image116.png]





D.[image: image118.png]



【解析】选D.设AC∩BD=O,连接OF,

以O为原点,OB,OC,OF所在直线分别为x,y,z轴,

建立空间直角坐标系,

[image: image119.jpg]



设PA=AD=AC=1,则BD=[image: image121.png]


,

所以B[image: image123.png]23’ 0, 0)



,F[image: image125.png]


,C[image: image127.png]


,D[image: image129.png])

-2,0,0)



.

所以[image: image130.jpg]ocC



=[image: image132.png]


,且[image: image133.jpg]ocC



为平面BDF的一个法向量.

由[image: image134.jpg]BC



=[image: image136.png]EIRN

ﬁ,_,z



,[image: image137.jpg]FB



=[image: image139.png]


,可得平面BCF的一个法向量n=(1,[image: image141.png]


,[image: image143.png]


).

所以cos<n,[image: image144.jpg]ocC



>=[image: image146.png]


,sin<n,[image: image147.jpg]ocC



>=[image: image149.png]


.

所以tan<n,[image: image150.jpg]ocC



>=[image: image152.png]


.
二、填空题
6.在一个二面角的两个面内都和二面角的棱垂直的两个向量分别为(0,-1,3),(2,2,4),则这个二面角的余弦值为　　　　. 
【解析】设a=(0,-1,3),b=(2,2,4),则cos<a,b>=[image: image154.png]10
V10x+/24



=[image: image156.png]


,又因为两向量的夹角与二面角相等或互补,所以这个二面角的余弦值为±[image: image158.png]


.

答案:±[image: image160.png]



7.如图所示,四边形ABCD和ADPQ均为正方形,它们所在的平面互相垂直,动点M在线段PQ上,E,F分别为AB,BC的中点.设异面直线EM与AF所成的角为θ,则cos θ的最大值为　　　　. 

[image: image161.jpg]



【解析】建立如图所示的空间直角坐标系,

[image: image162.jpg]QO n





设正方形的边长为2,则A(0,0,0),

F(2,1,0),E(1,0,0),设M(0,m,2)(0≤m≤2),

则[image: image163.jpg]


=(2,1,0),[image: image164.jpg]ME



=(1,-m,-2),

cos θ=[image: image166.png]2-m

V5x+/5+m2



.令t=2-m(0≤t≤2),

cos θ=[image: image168.png]


×[image: image170.png]e




≤[image: image172.png]


×[image: image174.png]e




=[image: image176.png]


.

答案:[image: image178.png]



8.(5分)如图,正方体ABCD-A1B1C1D1的棱长为1,O是平面A1B1C1D1的中心,则异面直线AD1,OB所成角的余弦值为　　　　,BO与平面ABC1D1所成角的正弦值为　　　　. 

[image: image179.jpg]



【解析】建立空间直角坐标系如图

[image: image180.jpg]



则B(1,1,0),O[image: image182.png]


,A(1,0,0),D1(0,0,1),A1(1,0,1),

[image: image183.jpg]AD;



=(-1,0,1),[image: image184.jpg]OB



=[image: image186.png]


,

所以[image: image187.jpg]AD;



·[image: image188.jpg]OB



=-[image: image190.png]


+0-1=-[image: image192.png]


,

[image: image193.jpg]| AD, |



=[image: image195.png]


,[image: image196.jpg]| OB|



=[image: image198.png]


,cos<[image: image199.jpg]AD;



,[image: image200.jpg]OB



>=-[image: image202.png]


,

所以异面直线AD1,OB所成角的余弦值为[image: image204.png]


.

[image: image205.jpg]DA,



=(1,0,1)是平面ABC1D1的一个法向量.

所以BO与平面ABC1D1所成角的正弦值为[image: image206.jpg]|OB « DA, |
|OB| | DA, |



=[image: image208.png]


=[image: image210.png]


.

答案:[image: image212.png]


　 [image: image214.png]



9.如图所示,在三棱柱ABC-A1B1C1中,AA1⊥底面ABC,AB=BC=AA1,∠ABC=90°,点E,F分别是棱AB,BB1的中点,则直线EF和BC1所成的角是　　　　. 

[image: image215.jpg]A




【解析】以BC为x轴,BA为y轴,BB1为z轴,建立空间直角坐标系.设AB=BC=AA1=2,

[image: image216.jpg]



则C1(2,0,2),E(0,1,0),F(0,0,1),

则[image: image217.jpg]EF



=(0,-1,1),[image: image218.jpg]BC1



=(2,0,2),

所以[image: image219.jpg]EF



·[image: image220.jpg]BC1



=2,

所以cos<[image: image221.jpg]EF



,[image: image222.jpg]BC1



>=[image: image224.png]VZX24/2



=[image: image226.png]


,

所以EF和BC1所成的角为60°.

答案:60°
三、解答题
10.如图所示,已知在四面体ABCD中,O为BD的中点,CA=CB=CD=BD=2,AB=AD=[image: image228.png]


,求异面直线AB与CD所成角的余弦值.

[image: image229.jpg]



【解析】 以O为坐标原点,建立如图所示的空间直角坐标系,

[image: image230.jpg]



则B(1,0,0),D(-1,0,0),C(0,[image: image232.png]


,0),A(0,0,1),

[image: image233.jpg]BA



=(-1,0,1),[image: image234.jpg]CD



=(-1,-[image: image236.png]


,0),

所以cos<[image: image237.jpg]BA



,[image: image238.jpg]CD



>=[image: image239.jpg]BA-CD
|BA||CD|



=[image: image241.png]


.

11.(10分)如图,在三棱锥P-ABC中,PA⊥底面ABC,∠BAC=90°.点D,E,N分别为棱PA,PC,BC的中点,M是线段AD的中点,PA=AC=4,AB=2.

[image: image242.jpg]A




(1)求证:MN∥平面BDE;

(2)求平面CEM与平面EMN夹角的正弦值.
【解析】如图,以A为原点,分别以[image: image243.jpg]AB



,[image: image244.jpg]AC



,[image: image245.jpg]AP



的方向为x轴、y轴、z轴的正方向建立空间直角坐标系,依题意可得A(0,0,0),B(2,0,0),C(0,4,0),P(0,0,4),

D(0,0,2),E(0,2,2),M(0,0,1),N(1,2,0).

[image: image246.jpg]



(1)[image: image247.jpg]DE



=(0,2,0),[image: image248.jpg]DB



=(2,0,-2).

设n=(x,y,z)为平面BDE的一个法向量,

则[image: image249.jpg]n-e HEE:O,
n- Hé=0,




即[image: image251.png]2y =0,
2x-2z=0.




不妨设z=1,可得n=(1,0,1).

又[image: image252.jpg]MN



=(1,2,-1),可得[image: image253.jpg]MN



·n=0.

因为MN⊄平面BDE,所以MN∥平面BDE.

(2)易知n1=(1,0,0)为平面CEM的一个法向量.设n2=(x1,y1,z1)为平面EMN的一个法向量,则[image: image254.jpg]n; * ET)\A:O,
Ry °* M\JZO.



因为[image: image255.jpg]EM



=(0,-2,-1),[image: image256.jpg]MN



=(1,2,-1),所以[image: image258.png]“2y;72z, =0,

{xl +2y,-z, =0.



不妨设y1=1,可得n2=(-4,1,-2).

因此有cos<n1,n2>=[image: image260.png]Ny Ny

Ingllny



=-[image: image262.png]


,于是sin<n1,n2>=[image: image264.png]V105




.

所以平面CEM与平面EMN夹角的正弦值为[image: image266.png]V105




.

12.如图所示的几何体中,平面ADNM⊥平面ABCD,四边形ABCD是菱形,ADNM是矩形,∠DAB=[image: image268.png]


,AB=2,AM=1,E是AB的中点,在线段AM上是否存在点P,使平面PEC与平面ECD夹角的大小为[image: image270.png]


?若存在,求出AP的长;若不存在,请说明理由.

[image: image271.jpg]e




【解析】在线段AM上存在点P满足条件,理由如下:

由DE⊥AB,AB∥CD,得DE⊥CD,因为四边形ADNM是矩形,平面ADNM⊥平面ABCD且交线为AD,

所以ND⊥平面ABCD.以D为原点,DE,DC,DN所在直线分别为x轴、y轴、z轴建立如图所示的空间直角坐标系.

[image: image272.jpg]



则D(0,0,0),E([image: image274.png]


,0,0),C(0,2,0),N(0,0,1),[image: image275.jpg]EC



=(-[image: image277.png]


,2,0),

设P([image: image279.png]


,-1,m)(0<m≤1),则[image: image280.jpg]EP



=(0,-1,m),

易知平面ECD的一个法向量为[image: image281.jpg]DN



=(0,0,1).

设平面PEC的法向量为n=(x,y,z),则[image: image282.jpg]n- EC):()y
n-e ﬁ=0,




即[image: image284.png]{*N/§X+2y:0,
-y+mz =0,



取z=1,则n=[image: image286.png]


,

假设在线段AM上存在点P,使平面PEC与平面ECD夹角的大小为[image: image288.png]


,则cos[image: image290.png]


=[image: image291.jpg]n+ DN
|n| | DN|



=[image: image293.png]


⇒m=[image: image295.png]


,所以符合题意的点P存在,此时AP=[image: image297.png]


.
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